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SUHARIO

Demonstra-se de maneira original a determinagdo da tintegral de weibull

e da relagdic tedrrca entre tensdes de ruptura

de ensatos dtferentes,

de secdo transversal

enfatizando a uttlizac@o do volume efetivo.
analisados os ensaios de flexdo a 3 e 4
retangular e circular e ©
diametral de discos ¢Brazilian TestJ.

tracio obtidas através
sdo
pontos e flexdc pura de barras
ensato de compressio

Os resultados sdo anal i sados

para a relativa ceveridade de cada ensalo.

INTRODUCAO

. A resisténcia a tragao de ceramicas €
vidros depende fortemente da distribuigao,
tamanho e geometria de micro-defeitos na
superficie e no volume dos mesmos, assim como
da probabilidade desses defeitos estarem
sujeitos a uma tensio critica que leva a
ruptura do corpo ceramico.

Reconhecendo a caracteristica probabi-
listica da resisténcia, Weibull [1] propdos A
seguinte equagac para descrever a probabi-
lidade de fratura Pf de uma amostra tra-
cionada:

Pf =
onde B & wuma funcdo
defeitos, denominada aqul
Weibull.

Na realidade, materiais frageis tais
como ceramicas e vidros sio particularmente
sensiveis as perturbacoes de borda existentes
devido a aplicagdo da forca axial no ensalo
de traciao simples, mascarando a resisténcia
mecanica, como discutido Ppor Marschall &
Rudnick [2]. Dessa forma, outros tipos de
ensalos sao realizados para determinar a
mixima tensio de tragdo I a que uma

amostra pode ser submetida. Dentre
mais comum & o ensaio de flexio a 3

1 - exp(-B)
da

(1)

de
de

distribuicio
como integral

eates, o
ou 4

pontos. -

Outro tipo de ensaio para avaliar a
tensio de ruptura a tragio é o de compressao
diametral de discos € cilindros (Brazilian
Test), o gqual, pela sua gimplicidade mostra-
se particularmente interessante para mate-
riais frageis mas & pouco explorado [3].

Além destes, para fibras utiliza-se

também o ensaio de flexdo pura.
EFEITO DE VOLUME

Para uma peca de volume vV submetida a
um estado de tensdes qualguer & (¢ > 0 & con-

aiderada aqui como tensao de tragio), a inte-
gral de Weibull B considerando o volume da
amostra pode ser expressa por [11:
P |
J l—%—] dv para o > 0 (2a)
B = v °
0 para o < 0 (2b)

onde m e e sio parametros caracteristicos do

material, sendo o primeiro adimensional €1 /m°

outro com dimensiao de [tensio]l x [volume]™ .

Para o cas0o de uma pega submetida a um
ensaio de tracdo simples, as tensdes em
planos perpendiculares a diregdo da carga
aplicada P sao simplesmente:

o = —=—=0
S max (3

onde S é a area da secdo transversal da peca.

Deasa forma, a Ea. (2a) fica:
o m
B = max v (4)
o
o

As Eqe. (1) e (4) mostram gque duas
cas de volumes diferentes Vl e V2

pe-
tém a mesma

probabilidade de fratura
tensoes Ty e 7, tal que:

quando submetidas as

m m
al Ul = 02 V2 =
Nota-se que guanto malor for o volume
da pega, menor deve ser & tensio o que leva a
uma determinada probabilidade de fratura Pf
em um ensaio de tracao simples.
Sendo a peca submetida a uma distri-
buicio de tensdes diferente do ensalo de tra-
¢ao simples, a Ea. (2) deve ser avaliada
corretamente, como discutido a seguir.
Feito isto, para qualquer distribuicdo
de tensbes pode-se reescrever a Eq. (4). como:

[ )

onde Ve é o volume efetivo. o qual

entendido como o volume ficticio de uma
amostra que, se submetida a tragao uniforme
LPa em todo o volume, teria a mesma probabi-

cte (5)

(6)

pode ser

lidade de fratura que uma amoétra de volume V
quando submetida a outra distribuicio de

tensdes com mesma tensio maxima B Desea

forma, a HEg. (5) pode ser reescrita para per-
mitir comparar tensdes de mesma probabilidade
de fratura obtidas por ensaios diferentes:

m A m 7
oy Y= 20 Yas b

ENSAIO DE FLEXAO
A Fig. 1 esquematiza a disposicdo de

carga em uma amostra prismatice submetida 8

um ensaio tipico de flexdo.
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Fig. { - EsQuema de aplicacdo de carga em um
ensato de flexdo

Sendo L a distancia entre as cargas ex-
ternas, introduzimos aqui o parametro adimen-
sional 2 para determinar a posi¢io das cargas
internas a partir das cargas externas, com a
vantagem de tratar diversos casos de flexio
de forma unica. Assim, caso o ensalo seja a 4
pontos, com a disposicio mais usual onde as
cargas internas sio aplicadas s8imetricamente

a 1/4 do comprimento L, tem-ge. 3 = 1/4. Para
© caso de ensaio de flexio a 3 pontos, as
cargae internas mostradas na Fig. 1 8ao

superpostas e 3 = 1/2.

A tensio normal T (com direcio parale-

la ao eixo da amostra, Fig. 2) pode ser
calculada em qualquer ponto do volume pela
Teoria Elementar de Vigas (4] como gendo:

M
TV (8)
onde aq{x,y) € uma tensio que depende das co-

T Xy) = o =

ordenadas x e ¥, I & o momento de inércia da
8e8c3ao transversal em relaciao ao eixo horizon-
tal z e y ¢ g ordenada vertical, medidos a

partir do centro geométrico da B8eg¢io trans-
versal.
Na Eq. (8), Mé o momentoe fletor pPro-
vocado pelas cargas e é obtido por:
Px/2 pPara 0 =< x < g,
BPL/2 para 8L = x < [/2

Desea forma, ase tensdes na amostra sdo
obtidas pela simples substituicio da Eq. (9)
na Eq. (8): .

Pxy/21 rpara 0 = x < f31,
(10)

o = o =
# { BPLy/21  para 8L < x < L/g

Fig. 2 - Distriduicao de tensdes ox em barra

fletida de secdo Lransversal'retangular

Secdo Transversal Retangular
—<=——-2aneversal Retangular

Caso a gecio transversal da amostra se-
Ja  retangular de largura b e altura h,
tem-ge: &

= 3 o 2
I = bhv/12 e “max - ¥ PL/bh (11)

Em razio da simetria envolvida, a inte-
gral B, calculada para o > 0, fica:

Jm fL/%Ih/%[b/Z
0 Q ¢}

Introduzindo as variaveis adimensionais
substi-

o m
B =4 [ nax [;———] dzdydx (12)
(o] max

y e | =—Z_ e

| S S -
R~ 6/2

L/2

540

tuindo as Eqs. (10) e (11) na (12), resulta:
2 m 23 1 1 i
_ | _max| v En
B-[TO} [ ] B e
0O 00
1 11
+ J J J nmdrdnde (13)
283 00

onde V = bhL é o volume ensaiado.
Como, no caso, £, 1 e U sio

independentes, a

resulta em:

m
B = | max v m(1-28)+1
el Eap= Zmr D) |T mel

variaveis
integracio da Eq. (13)

(14)
o

onde o termo entre chaves ¢ o volume efetivo

Ve. Da Eq. (14) nota-se que Ve/V &  um
rarametro geométrico adimensional, o qual
depende apenas de m e da distribuicao de
tensces, e & independente do valor abeoluto
dessas tensses. No caso de flexio a 3 pontos
(B = 1/2) tem-se:
ve d:
- = 5 (15)
2(m+1)
No caso de flexdo a 4 pontos com 3 = 1/4-
v
> =2 B (16)
4(m+1)
Davies [5) apresenta solucées algébri-

©as que concordam com as Egs. (15) e (16).
Kittl [B8] trata também do caso de en-
saio de flexio bura, onde a amostra e fletida
Por um momento fletor M constante em todo
comprimento L. A Eq. (14) pode ser adaptada
para abranger essa Bituagio fazendo 23 = 0 e:

2
S ass 6 Msbh (17)
Dessa forma, pPara o caso de pura, a
relacio Ve/V resulta em:
)
e Camn
V. 7 2(m+1)

flexao

(18)

Secdo transversal circular
—————-ansversal circula:
No caso de eecio circular
de di&metro D tem-ge:

o = 16 ﬁPL/ﬂD3

_ 4
I = nD"/64 e A (19)

Para definir os limites de integracio
de B deve-se observar que a largura da secio
tranaversal, medida paralelamente ao eixo
horizontal z, varia.de acordo com a Eq. (21)
Assim, em razio da simetria existente,
tem-se: .

o
B = 4[ max

transversal

m L/2 h/2 bs2
o J

T

Q

b/2 = V(Ds2)2 - 2

m
J dzdydx  (20)

onde: (21)
Sendo agora ¥ = E§§-; n = D§2 e [ =—5§§
e substituindo as Egs. (10), (19) e (21) na
(20), vem:
- m 23 1 Vl—nz m
_ max| 2V &n
o = [Cpen ]“E [ [ ) s
e 0 0 _
11 Y192
+J J J . d(dnd-’.‘} (22)
280 0O
onde V = NDZL/d ¢ 0 volume ensaiado.
Como ¥ e n sio variiveis independentes

e o dominio de integracio de ¢ depende de 17,
tem-se:



dn  (23)

o
B = { m+1

Fazendo agora 70 = send,
formar a ultima integral para:

1 n/2 /2
[ Y1-n% 2™ dn =
0

m 1
oer) " aaczred) [ o
o w
2 0
pode-8e trans-

J senot do - I Ben(m+2)a do

(24)
cuja solugao,

3.
J Y1-nZ ™

r[=5)
vi L2

dn = T;:[E,—"'__Z]_ (25)
0 2
onde MN(R) = (R-1)! & a fungao gama para um
numero real R > 1.
Substituindo a Eq. (25) na Eq. (23),

tem-se:

m+1
r[z]
(26)

m
s “max Vo [m(1-28)+1
= E oy m+1 r.[m;zl]

onde o termo entre chaves é o volume efetivo
Ve' No caso de ensaio de flexdo a 3 pontos:

m+1
Ve 1 r[ 2]
- = (27)
e 297 (m+1) r[m%ﬁ}
No caso de flexdo a 4 pontos com (3 = 1/4:
r[m+1}
v 1 2
e
-_— = —— —— (28)
v 2YA(m+1) r‘[m—;g]
Para o caso de flexdo pura (3 = 0):
r m+1
Ve 1 2
i - I . v (29)
L 29 F[E%i]
Kittl [6] apresenta solucdes algébricas
que concordam com as Egs. (27) e (29).
Medrano & Gillis [B] apresentam solugido
numérica que concorda com a Eq. (29).

,ENSAIO DE COMPRESSAO DIAMETRAL

A Fig. 3 esquematiza as caracteristicas

geométricas de um ensaio de COmpressao
diametral de cilindros ou discos de espessura
t, onde a carga P é aplicada numa faixa de
largura finita e definida pelo angulo o.
[
D/2
0/2|
fig. 3 - Esguema de aplicagdo de carga em
ensaito de compressdo diametral
As tensdes em gualquer ponto de
coordenadas (r,®) sio obtidas pelas equagdee

de Hondros (9]:

e DA ) )

ore fo- L)) () ) o

n=1

de acordo com Korn & Korn [7] é:

541

2P

T senZ2nx cosZn®

B = -

onde:

tem
carga
sendo

A maxima tensio normal de tracio
direcio perpendicular a direcao da
aplicada e ocorre no centro do circulo,

calculada por:
= = [ggg}[ﬂenZa B q
max nDt o

Como as trés tensdes das Egs. (30)
de mesma ordem de grandeza, nenhuma delas
pode ser desprezada e, nesse caso, a distri-
buic¢io de tensdes normais principais é
multiaxial. A coneideraracio do efeito tri-
dimensional das tensces é feita aqui com o
critério de Vardar e colaboradores (10] para
avaliar o efeito das tensées normais 0n> 0 em

(31)

sao

todos planos que passam por um ponto parti-
cular da amostra.

Nesse caso, a integral de Weibull fica:

“max & “n .
B = [—;——] [ [ KJ [0 dA] dv (32)
o v Al max
onde dA = senwydwd® é o elemento de superfi-
cle de uma esfera de raio unitario em torno

de um ponto qualquer cujas tensées principais

3 > >
sao 0'1 = 0‘2 = 03.
A tensido L pode ser avaliada como em
Batdorf & Heinisch Jr. [11] por:
_ _ 2 2 2
vn =4 + (0'l aa)cos v+ (02_ aa)cos @ sen"w
(33)
A constante K & um fator de correcio da
integral da Egq. (32) para satisfazer a
situacdio de tracio simples onde:
71 7 “max i Tp T T3 7 O (94)

Substituindo as Eqs. (33) e (34) na Eq.

(32) e 1integrando em toda superficie da
esfera unitaria, tem-se:
- m 2n
B = { Eax] v K J cos’™ senvy dv d¢  (35)
2 0 0
m
amﬂx 4n
ou B = o ' Km (36)
o
Para coincidir a Eq. (36) com a Eq.
(4), é necessario que:
K= (2m + 1)/4n (37
No caso particular do ensaio de com-
preesio diametral, e levando em conta as
simetrias existentes, a Eq. (32) fica:
o m ns2 D/2
_ max
B = [*;“*] 4t[ J { 8K
o

f

onde ¢1 é o

1 & Ll
J = 1_|seny de¢ dw] rdrd® (38)
0 max .

limite de integracdao para um cer-

to angulo y para o qual SO 0 e é dado por:

#, = arc cos & (39)
o + (o, - o) coazw
com: 62 = 3 1 3 - (40)
(03 - 02) sen vy
Caso 62 = 0, entio sempre havera um
plano onde 7, > 0 e, portanto, deve-se fazer




2
¢1 =n/2. Caso 6° > 1, entdo nio ha qualquer
plano onde on> 0 e, portanto, deve-se fazer
¢l:0.

. _r
Chamando de & = Do @ Eq. (38) resulta
em: N n/2 1
a
B = (-Dax oL K
a n
= 0 0
/2@, oM
J J | seny de dw]&’d{da} (41)
0 ) max

onde o termo entre chaves é o volume efetivo.
As integracdes da Eq. (41) 86 podem ser ava—
liadas numericamente, por exemplo através da
regra de Simpson. Os resultados encontrados
coincidem com os de Vardar & Finnie [12].

RESULTADOS

A Fig.
cao (Ve/V)l/m

4 apresenta os valores da rela-

com a variacido do parametro m

rara os casos de compressao diametral (u:BO),
flexdo pura e flexdo a 3 e 4 pontos de barras
de secdo transversal retangular e circular.
Para ensaio de compressio diametral com m
variando entre 4 e 20, os resultados
numéricos indicam pequena variacio do wvolum
efetivo com o dngulo de aplicaciao de carga
(tipicamente, hia diminuicio de cerca de 3%

. o
para cada acréscimo de 2" em &).

1.0 T T T T T v T

0.8 d

B

0.8

j'g 0 compr. diam, - a = 8° ]
0. a fl. pura — secdo ret.
o fl. 4 pontos — segdo ret.
0.2 F o fl. 3 pontos — secdo ret. 4
a fl. pura — seclo circ
= fl. 4 pontos — segdo circ
0.1 + e fl. 3 pontos — segdo circ. ¢l
L { s 1 Il 1 1 1
e 8 10 17 14 1m0

Mddulo de Weibull m

Fig. 4 - Variacao de (ve/V)l/“‘ com o parame-

tro m e com o tipo de ensaio

Da analise da Fig. 4
para amostras de mesmo
distribuiciao de defeitoe e
tipo de ensaio e a- geometria
empregados para determinar a
média a tracio de corpoe ceramicos
diferentes resultados, conforme o
volume efetivo.

Em relacsio mo tipo de ensaio, o de
tracio esimples (Ve/V = 1) leva a menor resis-

verifica-se
material,
mesmo

que,
mesma
volume, o
da amostra
resisténcia
conduz a
valor do

téncia a tragio, seguido pelos resultados dos
ensaios de flexio pura, compressio diametral,
flexao a 4 pontos e flexio a 3 pontos, haja
visto que, para amostras de mesmo volume, o
volume efetivo decresce na ordem citada.

Em relacio a geometria da amostra, a
8ecdo clrcular apresenta maiocreas resisténcias
médias do que a secio retangular para qual-
quer tipo de ensaio de flexio com amostras de
mesmo volume.

Deve-se salientar que no ensaio de
compressao diametral geralmente utilizam-se
amostras de volume uma ordem de grandeza
menor do qQue as amostras de flexio. Dessa
forma, e de se esperar gque os resultados de
resisténcia a tracido aseim obtidos sejam

superiores aos obtidos por meio de ensaios de
flexio.
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SUMMARY

In this article original derivations are
presented for the detérmination of Weidbull's
integral as well as of the theoretical
relation between the tensile strength of
brititle materials in different testing
procedures. The following testing technigues
are analysed: pure bending, three and four
point beanding of rods of both circular and
rectangular cross sections, as weels as the
Brazilian disc test. Conclusions are drawn
on the relative severiness of each test.



